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1. Introduccion

Los psicologos destacan la importancia del juego en la infancia como medio de formar
la personalidad y de aprender de forma experimental a relacionarse en sociedad, a



resolver problemas y situaciones conflictivas. Todos los juegos, de nifios y de adultos,
juegos de mesa o juegos deportivos, son modelos de situaciones conflictivas y
cooperativas en las que podemos reconocer situaciones y pautas que se repiten con
frecuencia en el mundo real.

El estudio de los juegos ha inspirado a cientificos de todos los tiempos para el
desarrollo de teorias y modelos matematicos. La estadistica es una rama de las
matematicas que surgid precisamente de los calculos para disefiar estrategias
vencedoras en juegos de azar. Conceptos tales como probabilidad, media ponderada y
distribucion o desviacién estandar, son términos acufiados por la estadistica matematica
y que tienen aplicacion en el analisis de juegos de azar o en las frecuentes situaciones
sociales y econémicas en las que hay que adoptar decisiones y asumir riesgos ante
componentes aleatorios.

Pero la Teoria de Juegos tiene una relacion muy lejana con la estadistica. Su objetivo
no es el analisis del azar o de los elementos aleatorios sino de los comportamientos
estratégicos de los jugadores. En el mundo real, tanto en las relaciones econdémicas
como en las politicas o sociales, son muy frecuentes las situaciones en las que, al igual
que en los juegos, su resultado depende de la conjuncion de decisiones de diferentes
agentes o jugadores. Se dice de un comportamiento que es estratégico cuando se
adopta teniendo en cuenta la influencia conjunta sobre el resultado propio y ajeno de las
decisiones propias y ajenas.

La Teoria de Juegos ha alcanzado un alto grado de sofisticacion matematica y ha
mostrado una gran versatilidad en la resolucién de problemas. Muchos campos de la
Economia (Equilibrio General, Distribucion de Costos, etc.), se han visto beneficiados por
las aportaciones de este método de analisis. En el medio siglo transcurrido desde su
primera formulacion el nimero de cientificos dedicados a su desarrollo no ha cesado de
crecer. Y no son sélo economistas y matematicos sino socidlogos, biélogos o psicélogos.
Existen también aplicaciones juridicas: asignacion de responsabilidades, adopcion de
decisiones de pleitear o conciliacién, etc.

2. Aplicaciones

El principal objetivo de la teoria de los juegos es determinar los papeles de conducta
racional en situaciones de "juego" en las que los resultados son condicionales a las
acciones de jugadores interdependientes.



Un juego es cualquier situacion en la cual compiten dos o mas jugadores. El Ajedrez y el
Poker son buenos ejemplos, pero también lo son el duopolio y el oligopolio en los
negocios. La extension con que un jugador alcanza sus objetivos en un juego depende del
azar, de sus recursos fisicos y mentales y de los de sus rivales, de las reglas del juego y
de los cursos de acciones que siguen los jugadores individuales, es decir, sus estrategias.
Una estrategia es una especificacion de la accion que ha de emprender un jugador en
cada contingencia posible del juego.

Se supone que, en un juego, todos los jugadores son racionales, inteligentes y estan
bien informados. En particular, se supone que cada jugador conoce todo el conjunto de
estrategias existentes, no solo para él, sino también para sus rivales, y que cada jugador
conoce los resultados de todas las combinaciones posibles de las estrategias.

La teoria de juegos esta basicamente ligada a las matematicas, ya que es principalmente
una categoria de matematicas aplicadas, aunque los analistas de juegos utilizan
asiduamente otras areas de esta ciencia, en particular las probabilidades, la estadistica y la
programacion lineal en conjunto con la teoria de juegos. Pero la mayoria de la investigacion
fundamental es desempefada por especialistas en otras materias.

Esta teoria tiene aplicaciones en numerosas areas, como las ciencias politicas o la
estrategia militar, que fomentd algunos de los primeros desarrollos de esta teoria. La
biologia evolutiva, donde se ha utilizado ampliamente para comprender y predecir ciertos
resultados de la evolucion, como el concepto de estrategia evolutiva estable introducido por
John Maynard Smith; o la psicologia, donde puede utilizarse para analizar juegos de simple
diversién o aspectos mas importantes de la vida y la sociedad también son claros ejemplos
de aplicaciones..

Pero sin duda, su principal aplicacion la encontramos en las ciencias econémicas porque
intenta encontrar estrategias racionales en situaciones donde el resultado depende no
solamente de la estrategia de un participante y de las condiciones del mercado, sino
también de las estrategias elegidas por otros jugadores, con objetivos distintos o
coincidentes.

En esta ciencia se ha evolucionado notablemente, ya que a partir de los instrumentos
proporcionados por Von Neumann y Morgenstern se comenzé a progresar en el
conocimiento de la competencia imperfecta, porque hasta entonces solo tenian explicacion
“juegos” particularmente simples, como el monopolio o la competencia perfecta, ya que el
monopolio puede ser tratado como un juego con un unico jugador, y la competencia perfecta
puede ser entendida teniendo en cuenta un ndmero infinito de jugadores, de manera que
cada agente individual no puede tener un efecto sobre agregados de mercado si actua
individualmente.

La teoria de juegos ha venido desempefiando, en los ultimos tiempos, un papel cada vez
mayor en los campos de ldgica y ciencias informaticas. Varias teorias de légica se basan en
la semantica propia a los juegos, e informaticos ya han utilizado juegos para representar
computaciones.

El dilema del prisionero, tal y como fue popularizado por el matematico Albert W. Tucker,
proporciona un ejemplo de la aplicacion de la teoria de juegos a la vida real.
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3. Historia de la Teoria de Juegos

La teoria de juegos como tal fue creada por el matematico hungaro John Von Neumann
(1903-1957) y por Oskar Morgenstern (1902-1976) en 1944 gracias a la publicacion de su
libro “The Theory of Games Behavior”. Anteriormente los economistas Cournot y Edgeworth
habian anticipado ya ciertas ideas, a las que se sumaron otras posteriores de los
matematicos Borel y Zermelo que en uno de sus trabajos (1913) muestra que juegos como



el ajedrez son resolubles. Sin embargo, no fue hasta la aparicion del libro de Von Neumann
y Morgenstern cuando se comprendié la importancia de la teoria de juegos para estudiar las
relaciones humanas.

John Von Newman
(1903-1957)

Oskar Morgenstern
(1902-1976)

Von Neumann y Morgenstern investigaron dos planteamientos distintos de la Teoria de
Juegos. El primero de ellos el planteamiento estratégico o no cooperativo. Este
planteamiento requiere especificar detalladamente lo que los jugadores pueden y no pueden
hacer durante el juego, y después buscar cada jugador una estrategia 6ptima.

En la segunda parte de su libro, Von Neumann y Morgenstern desarrollaron el
planteamiento coalicional o cooperativo, en el que buscaron describir la conducta 6ptima en
juegos con muchos jugadores. Puesto que éste es un problema mucho mas dificil, sus
resultados fueran mucho menos precisos que los alcanzados para el caso de suma cero y
dos jugadores.

En los anos 50 hubo un desarrollo importante de estas ideas en Princeton, con Luce and
Raiffa (1957), difundiendo los resultados en su libro introductoria, Kuhn (1953) que permitié
establecer una forma de atacar los juegos cooperativos, y por fin Nash (1950) quien definié
el equilibrio que lleva su nombre, lo que permiti6 extender la teoria de juegos no-
cooperativos mas generales que los de suma cero. Durante esa época, el Departamento de
Defensa de los EE.UU. fue el que financié las investigaciones en el tema, debido a que la
mayor parte de las aplicaciones de los juegos de tipo suma-cero se concentraban en temas
de estrategia militar.
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John Forbes Nash (1928- ) es el nombre mas destacado
relacionado con la teoria de juegos. A los 21 afios escribié una
tesina de menos de treinta paginas en la que expuso por primera
vez su solucién para juegos estratégicos no cooperativos, lo que
desde entonces se llamo "el equilibrio de Nash", que tuvo un
inmediato reconocimiento entre todos los especialistas.

El punto de equilibrio de Nash es una situacién en la que
ninguno de los jugadores siente la tentacion de cambiar de
estrategia ya que cualquier cambio implicaria una disminucion en

John Forbes Nash
(1928-)



sus pagos. Von Neumann y Oskar Morgenstern habian ya ofrecido una solucion similar
pero solo para los juegos de suma cero. Para la solucion formal del problema, Nash utilizé
funciones de mejor respuesta y el teorema del punto fijo de los matematicos Brouwer y
Kakutani.

En los afos siguientes publicé nuevos escritos con originales soluciones para algunos
problemas matematicos y de la teoria de juegos, destacando la "solucidon de regateo de
Nash" para juegos bipersonales cooperativos. Propuso también lo que se ha dado en
llamar "el programa de Nash" para la reduccién de todos los juegos cooperativos a un
marco no cooperativo. A los veintinueve afios se le diagnostico una esquizofrenia
paranoica que lo dejo practicamente marginado de la sociedad e inutil para el trabajo
cientifico durante dos décadas. Pasado ese lapsus, en los afios setenta, recuperd su salud
mental y pudo volver a la docencia y la investigacidn con nuevas geniales aportaciones,
consiguiendo en 1994 el Premio Nébel de Economia compartido con John C. Harsanyi y
Reinhart Selten por sus pioneros analisis del equilibrio en la teoria de los juegos no
cooperativos.

En los 60 y 70 Harsany (1967) extendio la teoria de juegos de informacion incompleta, es
decir, aquellos en que los jugadores no conocen todas las caracteristicas del juego: por
ejemplo, no saben lo que obtienen los otros jugadores como recompensa. Ante la
multiplicidad de equilibrios de Nash, muchos de los cuales no eran soluciones razonables a
juegos, Selten (1975) definié el concepto de equilibrio perfecto en el subjuego para juegos
de informacion completa y una generalizacion para el caso de juegos de informacion
imperfecta.

La ultima aportacion importante a la teoria de juegos es de Robert J. Aumann y Thomas C.
Schelling, por la que han obtenido el premio Nébel de economia en el afio 2005.

En The Strategy of Conflict, Schelling, aplica la teoria del juego a las ciencias sociales. Sus
estudios explican de qué forma un partido puede sacar provecho del empeoramiento de sus
propias opciones de decision y cdmo la capacidad de represalia puede ser mas util que la
habilidad para resistir un ataque

Aumann fue pionero en realizar un amplio andlisis formal de los juegos con sucesos
repetidos. La teoria de los juegos repetidos es util para entender los requisitos para una
cooperacion eficiente y explica por qué es mas dificil la cooperacién cuando hay muchos
participantes y cuando hay mas probabilidad de que se rompa la interaccion. La
profundizacion en estos asuntos ayuda a explicar algunos conflictos, como la guerra de
precios y las guerras comerciales.
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4. Teoria de juegos y el teorema del punto fijo

El teorema del punto fijo fue establecido en 1910 por el matematico Jan Brower, y
establece que toda funcién continua y acotada que solo toma valores finitos, admite al
menos un punto fijo.

Teorema 1: Sea F una funcion continua en [a,b] tal que Fl|a,bl|<|a,b| entonces la

ecuacion x = F(x) tiene al menos una solucién en el intervalo [a,b]. A esta solucion se le
denomina punto fijo.



Von Newmann fue el primero que establecié un nexo entre la nocién de equilibrio y la de
punto fijo de una funcién, tal como se emplea en matematicas; realmente de la misma
manera que un punto fijo x de una funcion f permanece constante mientras se le aplica la
funcion (el punto fijo es tal que (f(x)=x)); un equilibrio “no se mueve”, es fijo, cuando esta
sometido a distintas “fuerzas” de las cuales él es la resultante. De tal manera en una
situacion de “juego” donde los individuos toman decisiones, anticipandose a las de otros
agentes, hay equilibrio si sus anticipaciones son confirmadas en el momento en el cual las
decisiones de cada uno las conocen todos; ahora este equilibrio puede ser considerado
como un punto fijo de la funcién que hace corresponder las selecciones antes que las
decisiones “de los otros” sean conocidas a las selecciones -eventuales- después de que
estas han sido anunciadas.

Mediante el empleo de esta especie de analogia John Nash prueba en 1950, que todo
juego no cooperativo, es decir, aquél en el cual cada uno sélo se preocupa por sus propias
ganancias, admite al menos un equilibrio. Ademas, su demostracién se apoya de manera
decisiva en el teorema del punto fijo

El procedimiento de Nash fue retomado y adaptado por los microeconomistas que se
preguntaban sobre los equilibrios de sus modelos; en la medida en que el teorema del punto
fijo permite generalmente responder a una cuestion como aquella, se puede decir que la
microeconomia actual se construye de tal manera que se cumplan las hipétesis de aquel
teorema y se asegure en consecuencia la existencia de equilibrios. Esta explicacién vale
particularmente para el modelo de Arrow-Debreu, que es el modelo basico para la
microeconomia.

5. Tipos de juegos

Los juegos se clasifican en muchas categorias que determinan qué meétodos particulares
se pueden aplicar para resolverlos (y, de hecho también cémo se define “resoluciéon” en una
categoria particular). En general, se pueden considerar cuatro clases de juegos:

» Juegos en forma extensiva (arbol)
» Juegos en forma estratégica (normal)
» Juegos en forma grafica

» Juegos en forma coalicional



Las tres primeras clases de juegos se analizan en la teoria de juegos no cooperativos y la
cuarta corresponde a los juegos cooperativos.

5.1. Juegos en forma de arbol

En la figura 1, tenemos dos jugadores 1 y 2, que participan en el siguiente juego. En
primer lugar, el jugador 1 decide ir a la izquierda (1) o a la derecha (D). Entonces, el jugador
2 decide ir a la derecha o a la izquierda. Los pagos que corresponden al primer (segundo)
jugador son la primera (segunda) componente del vector que tiene asignada cada situacion.

Analicemos como deben jugar 1 y 2. El jugador 2, teniendo en cuenta los pagos que
recibiria al terminar el juego, debe elegir la siguiente estrategia: si el jugador 1 elige |, ir a la
derecha eligiendo ds; y si 1 elige D; elegir i,: Esta estrategia se denotara d.i;: El jugador 1
conoce el arbol y los pagos, luego puede anticipar la conducta del jugador 2 y debe elegir D:

El par de estrategias (D; diiz) da lugar a un escenario en el que el jugador 1 recibe 4 y el

jugador 2 recibe 8.
¢ Puede alguno de los jugadores mejorar sus pagos?

(5,1} (3.2) (4.3) (6.3)

Figura 1: un juego en forma extensiva.
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5.2. Juegos en forma estratégica

En el ejemplo que estamos analizando, el jugador 1 tiene dos estrategias | y D; mientras
que el jugador 2 tiene cuatro estrategias dadas por

iz, i1d2, d1iz, did2

Podemos representar los pagos en la siguiente matriz, cuyas entradas son los vectores de
pagos,



iyiy iydy dyiy dd,
I1(5,1)(5,1)(3,2)(3,2)
D\(48)(6,3)(4,8)(6,3)

Notemos que las matrices de pagos para los jugadores 1y 2 son, respectivamente,

El par de estrategias (D; d.iz) es un equilibrio de Nash porque ninguna desviacion unilateral
de los jugadores les permite mejorar sus pagos, dados por (4; 8).

Definicion 1: Sea N = {1,2,...., n} un conjunto de jugadores. Un juego estratégico de n
personas se representa por I =((X,)..y.(K,).cy), donde X, es el espacio de las

estrategias del jugador i, y k;: I;IV X =R esa funcién de pagos del jugador i.

Cada combinacién estratégica * EH X, se denomina un escenario o resultado del
iEN
S

denotamos mediante (x.; y) el escenario que obtenemos de x; reemplazando su i-ésima
componente x; por y: Usando esta notacién, vamos a definir el concepto mas importante de
la teoria de juegos no cooperativos.

5.2.1. EL EQUILIBRIO DE NASH

A cada conjunto de estrategias denominado con frecuencia combinacién de estrategias,
que es una por jugador, se le asocia una salida del juego, caracterizada por las ganancias
expresadas en forma de numeros que le toca a cada uno. Entre estas salidas puede haber
unas mas “interesantes” que otras, por ejemplo las que “reportan mas”. Sin embargo, como
regla general, la mayoria de las salidas, si no la totalidad, no son comparables entre ellas en
el sentido que el paso de una a otra se traduce en un aumento de ganancias para unos y
una baja para otros.
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Frente a la ausencia de una clasificacion de las salidas que logre la unanimidad de los
participantes, los tedricos de juegos adoptan un punto de vista mas limitado, que se puede
calificar de “local” en el sentido de estudiar separadamente cada una de las salidas y las
combinaciones de estrategias de las cuales ellas son el resultado; se le acuerda un estatuto
privilegiado a las que son de “equilibrio”, esto es a las que los individuos, tomados uno a uno
no tienen interés en desechar. EI matematico John Nash establecié un importante resultado
en 1950 sobre la existencia de situaciones de este tipo, se habla entonces de la existencia
de equilibrios de Nash.

Asi, por definicién, se dice de una combinacion de estrategias (una por jugador) que esta
en equilibrio de Nash si ningun jugador puede aumentar sus ganancias por un cambio
unilateral de estrategia. Con frecuencia se identifica, por abuso del lenguaje y sin que ello
tenga consecuencias, un equilibrio de Nash con la salida que le corresponde.



En la definicion del equilibrio de Nash el adjetivo “unilateral” ocupa un lugar esencial, en
tanto ello traduce el caracter no cooperativo de las elecciones individuales (el “cada cual
para si mismo”). Asi es bastante posible que en un equilibrio de Nash la situacion se puede
mejorar para todos por medio de un cambio simultaneo de estrategia por parte de varios
jugadores.

El equilibrio de Nash ocupa un lugar central en la teoria de juegos; constituye de alguna
manera una condicién minima de racionalidad individual ya que, si una combinacién de
estrategias no es un equilibrio de Nash, existe al menos un jugador que puede aumentar sus
ganancias cambiando de estrategia, y en consecuencia, ésta se puede considerar
dificilmente como una “solucién” del modelo en la medida en que el jugador interesado en
cambiar descarta su eleccion, después de conocer la de los otros.

Ahora, el reciproco de esta proposicién no es generalmente verdad: si un juego admite un
equilibrio de Nash no existe una razén a priori para que éste aparezca como la “solucion”
evidente, que se impone a los ojos de todos los jugadores. Ello al menos por una razén: con
frecuencia los juegos admiten varios equilibrios de Nash.

Definiciéon 2: Un escenario xi‘:(xi’,.....xi;) es un equilibrio de Nash del juego
FZ((X,-),-EN,(K,-)EN) si para todo jugadori€N ; y para toda estrategia x,€ X, ; se
verifica K ,(x%;, x;,)<K,(x;) .

5.2.2. ESTRATEGIA MAXIMIN.

En el concepto de equilibrio de Nash es fundamental es supuesto de racionalidad de los
agentes. Si un agente sospechara que su adversario no se comporta racionalmente, podria
tener sentido que adoptara una estrategia maximin, esto es, aquella en la que se maximiza
la ganancia minima que puede obtenerse.

Vamos a considerar un juego de suma cero. Cada jugador dispone de tres estrategias
posibles a las que designaremos como A, B, y C (supongamos que son tres tarjetas con
dichas letras impresas). Los premios o pagos consisten en la distribucién de diez monedas
que se repartirdn segun las estrategias elegidas por ambos jugadores y se muestran en la
siguiente tabla llamada matriz de pagos, en la que para cualquier combinacién de
estrategias, los pagos de ambos jugadores suman diez
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MATRIZ DE PAGOS

Las estrategias
del otro jugador

A B C

Al 9|1| 119| 2|8

Mi estrategia B| 6|4| 5|5| 4|6

c| 713| 82| 3|7




Por ejemplo. Si yo juego la tarjeta C y el otro jugador elige su tarjeta B entonces yo recibiré
ocho monedas y el otro jugador recibira dos.

Para descubrir qué estrategia me conviene mas vamos a analizar la matriz que
indica mis pagos. Ignoro cual es la estrategia (la tarjeta) que va a ser elegida por el
otro jugador. Una forma de analizar el juego para tomar mi decision consiste en mirar
cual es el minimo resultado que puedo obtener con cada una de mis cartas. En la
siguiente tabla se ha afiadido una columna indicando mis resultados minimos.

MATRIZ DE MIS PAGOS

La estrategia del otro jugador

A B C minimos
A 9 1 2 1
Mi estrategia B 6 5 4 4
C 7 8 3 3

En efecto,

« Siyo elijo la tarjeta A, puedo obtener 9, 1 0 2, luego como minimo obtendré
un resultado de 1.

- Si elijo la tarjeta B, puedo obtener 6, 5 0 4, luego como minimo obtendré 4.
« Si elijo la tarjeta C, puedo obtener 7, 8 o 3, luego como minimo obtendré 3.
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De todos esos posibles resultados minimos, el que prefiero es 4 ya que es el
maximo de los minimos. La estrategia MAXIMIN consiste en elegir la tarjeta B ya
que esa estrategia me garantiza que, como minimo, obtendré 4.

5.3 Juegos en forma grafica

Fang, Hipel y Kilgour proponen el siguiente modelo grafico para un juego no cooperativo.

escenarios, una familia de grafos dirigidos D; = (U;A)) para cada jugador i€N , y una familia
de funciones de pago K;-U—R,i€EN |

El modelo se completa definiendo el conjunto de movimientos que un jugador puede
realizar para cambiar (unilateralmente) de escenario y asi obtener los grafos dirigidos D..
Dado que en el juego el objetivo es aumentar los pagos que recibe el jugador, tenemos las
siguientes definiciones:

Dado un escenario g y un jugador i, el conjunto de los escenarios que el jugador puede
alcanzar unilateralmente desde g se denota por Si(g). Si ademas, i recibe un pago
estrictamente mayor, los escenarios de mejora unilateral para i son:



S7(g)=1q€eS,(g):K,(q)=K (g)]
Introducimos los siguientes conceptos de estabilidad y equilibrio.

Definicion 3: Un escenario g€U es estable Nash para el jugador i si S,.+ (g)=¢ . Un
escenario g€U es secuencialmente estable para el jugador i si para cualquier g,€S; (g)
existe al menos un escenario g__.€Sy(g,) con K.<K,(g) .

Definicion 4: Un equilibrio de Nash es un escenario que es estable Nash para todos los
Jjugadores. Un equilibrio secuencial es un escenario que es secuencialmente estable para
todos los jugadores.

5.4. Juegos en forma coalicional.

Un juego coalicional o cooperativo se caracteriza por un contrato que puede hacerse
cumplir. La teoria de los juegos cooperativos da justificaciones de contratos plausibles. La
plausibilidad de un contrato esta muy relacionada con la estabilidad.

Si los jugadores pueden comunicarse entre si y negociar un acuerdo antes de los pagos,
la problematica que surge es completamente diferente. Se trata ahora de analizar la
posibilidad de formar una coalicion de parte de los jugadores, de que esa coalicién sea
estable y de como se deben repartir las ganancias entre los miembros de la coalicion para
que ninguno de ellos esté interesado en romper la coalicion.
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Juego 1.- Empecemos con el ejemplo mas sencillo. Supongamos que tres jugadores, Ana,
Benito y Carmen, tienen que repartirse entre si cien euros. El sistema de reparto tiene que
ser adoptado democraticamente, por mayoria simple, una persona un voto. Hay cuatro
posibles coaliciones vencedoras: ABC, AB, BC y AC, pero hay infinitas formas de repartir los
pagos entre los tres jugadores.

Supongamos que Ana propone un reparto de la forma A=34, B=33 y C=33.
Benito puede proponer un reparto alternativo de la forma A=0, B=50 y C=50
Carmen estara mas interesada en la propuesta de Benito que en la de Ana. Pero puede
proponer una alternativa aun mejor para ella: A=34, B=0 vy C=66.
A Benito es posible que se le ocurra alguna propuesta mejor para atraer a Ana.

El juego puede continuar indefinidamente. No tiene solucién. No hay ninguna coalicion
estable. Sea cual sea la propuesta que se haga siempre habra una propuesta alternativa
que mejore los pagos recibidos por cada jugador de una nueva mayoria.

Definicidon: En los juegos con transferencia de utilidad se llama solucion a una propuesta
de coalicién y de reparto de los pagos que garantice estabilidad, es decir, en la que ninguno
de los participantes de una coalicion vencedora pueda estar interesado en romper el
acuerdo.



Juego 2.- Modifiquemos ahora el ejemplo. En vez de "un hombre un voto" consideremos
que hay voto ponderado. Ana tiene derecho a seis votos, Benito a tres y Carmen a uno. Las
posibles mayorias son las siguientes: ABC, AB, AC, A.

En esta situacion Ana propondra un reparto de la siguiente forma: A=100, B=0 y C=0. Ese
reparto se corresponde con una coalicion estable en la que los seis votos de Ana estaran a
favor. Es una solucién unica. Ana no aceptara ningun reparto en el que ella obtenga menos
de 100 euros vy sin la participacién de Ana no hay ninguna coalicién vencedora.

Definicion 5: Se llama "valor del juego" al pago que un jugador tiene garantizado que
puede recibir de un juego si toma una decision racional, independientemente de las
decisiones de los demas jugadores. Ningun jugador aceptara formar parte de una coalicion
si no recibe como pago al menos el valor del juego.

En el juego 1, el valor del juego es cero para los tres jugadores. En el juego 2 el valor del
juego para Ana es cien y para Benito y Carmen es cero.

Juego 3.- Pongamos un ejemplo algo mas realista y, por tanto, un poco mas complejo.
Supongamos un municipio en el que cinco partidos politicos se han presentado a las
elecciones: el Partido Austero (PA), el Partido Benefactor (PB), el Partido Comunal (PC), el
Partido Democratico (PD) y el Partido de la Esperanza (PE). En las elecciones, han obtenido
el siguiente niumero de concejales:
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PA=11
PB=8
PC=5
PD=2
PE=1

Como ningun partido ha conseguido la mayoria absoluta, es necesario que se forme una
coalicion para gobernar el municipio. El presupuesto anual del municipio es de 520 millones
de euros. La coalicion gobernante debe asignar los cargos y las responsabilidades del
ayuntamiento a los diferentes partidos. En las negociaciones se debe acordar el reparto del
presupuesto, cargos y responsabilidades entre los partidos. Suponemos que no hay
simpatias ni antipatias ideolégicas y que los cargos y responsabilidades son valorados
exclusivamente segun el presupuesto econdmico que controlan. Supondremos, para
simplificar, que hay disciplina de voto y que no son posibles las traiciones internas.

Andlisis del juego 3. Como el numero total de concejales es 27, la coalicion vencedora
debe disponer al menos de 14 votos. A diferencia del juego 2, no hay ningun jugador
imprescindible para ganar. Si utilizamos la definicion que dimos arriba, el valor del juego
para todos los jugadores es cero ya que ninguno tiene garantizada su pertenencia a la
coalicién vencedora.

Definicion 6: Se llama "valor de Shapley"” a la asignacién que recibe cada jugador en una
propuesta de reparto segun un criterio de arbitraje disefiado por Lloyd S. Shapley. El criterio



consiste en asignar un pago a cada jugador en proporcion al numero de coaliciones
potencialmente vencedoras en las que el jugador participa de forma no redundante.

Un jugador es redundante en una coalicidn si no es imprescindible para que esa coalicion
resulte vencedora.
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6. Juegos bipersonales de suma nula

En los juegos de suma nula o cero el beneficio total para todos los jugadores, en cada
combinacion de estrategias, siempre suma cero, es decir, un jugador se beneficia solamente
a expensas de otros. El pdker o el ajedrez son ejemplos de juegos de suma cero, porque un
jugador gana exactamente la cantidad que pierde su oponente. Por tanto, un juego en forma

estratégica I'=((X,),cn.(K,),cy) es un juego de suma cero si ;\, K;=0

Un juego de dos personas se denota con (X, Y, K, L) ; donde las estrategias son
X={1;2;;xm} e Y = {1; 2; : : :n} : Entonces este juego bipersonal se puede representar
mediante una matriz mXn cuyas entradas son vectores de i

(K(1,1),L ) —=  (K( L
(K (i, ),L (K (i ),L
(K(m,1),L )) ——— (K(m,n),L(m



Las filas (columnas) corresponden a las m (n) estrategias del jugador 1 (2). En el caso de
que el juego bipersonal sea de suma nula, tenemos que L = -K; y se representa con la matriz
(K(i,j))

1<i<m

Veamos un ejemplo de juego bipersonal de suma nula para introducir los principales
conceptos.

El jugador | elige una carta de un mazo de tres cartas numeradas 1, 2, 3. El jugador Il
intenta adivinar la carta que ha elegido |. Después de cada conjetura el jugador | informa al Il
diciéndole alto, bajo o correcto, dependiendo de la conjetura de I. El juego termina cuando el
jugador Il acierta la carta y paga al jugador | una cantidad igual al nimero de tentativas que
ha hecho. En el siguiente juego, | y Il intercambian sus papeles.

Las estrategias del jugador | son X ={a, 8,7} , donde a es elegir la carta 1, B lacarta 2 y
y la carta 3. Las estrategias del jugador Il (excluyendo algunas tontas) son Y = {a; b; c; d; e};
dadas por:

a : Decir 1, si el oponente dice bajo, decir 2 en la siguiente ronda. Si de nuevo dice bajo,
decir 3.

b : Decir 1, si el oponente dice bajo, decir 3 en la siguiente ronda. Si dice alto, decir 2.
c : Decir 2, si el oponente dice bajo, decir 3; si dice alto, decir 1.

d : Decir 3, si el oponente dice alto, decir 1 en la siguiente ronda. Si después dice bajo,
decir 2.

e : Decir 3, si el oponente dice alto, decir 2 en la siguiente ronda. Si de nuevo dice alto,
decir 1.
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La matriz de pagos de este juego es
a b ¢ d e
1 2 2 3
'82 31 3 2
3 2 2 1 1

Definicién 5: Un par de estrategias (i*," j) para una matriz de pagos K = (K(i; j)) es un
punto de silla si K (i, j*)<K(i*, j)<K(i*,j), Vi, V.

Si existe, un punto de silla K (i’; j) es el pago seguro que tiene el jugador | contra la
eleccion racional del jugador Il (que busca minimizar el pago a ). En general, una matriz no

o

tiene puntos de silla y si existe alguno, no necesariamente es Unico. Si K(i’; j') es un punto
de silla, entonces se verifica:

K (i*, j*)=max,min K (i, j)=min ;max K (i, /)

El juego de adivinar la carta numerada no tiene punto de silla porque



maximian(i,j)ZI
min max, K (i, j)=2

Cuando un juego no tenga puntos de silla, es posible elegir estrategias mixtas, obteniendo
un nuevo juego, denominado extension mixta. Las estrategias mixtas consisten en una
combinacion de varias estrategias escogidas al azar, una cada vez, segun determinadas
probabilidades.

Para un juego mXn matricial A = (a;); el conjunto de estrategias mixtas para el jugador |
es:

AIﬂ:

xEERT:Z xl:l]

i=1

Cada estrategia mixta x=(x,,....,x,)€4" consiste en jugar la estrategia de la fila i con
probabilidad x;; De manera analoga, las estrategias mixtas para el jugador Il son:

A"={xeR’: Z xj:1

J=1

Definicién 6: Sea A un juego matricial nXm . Entonces, la extension mixta de A es el
Jjuego infinito (A™, A", K , L) ; definido mediante:

K(x,y)=>., xl.al.jyj:xTAy
i=1j=1

L(x,y)=—K(x,y).
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Teorema 2 (von Neumann): Sea A un juego matricial nXm . Entonces, existen un par de
estrategias mixtas (x*,y‘)eA"x A" tales que

AN . .
K(x',y )—maxxed,,,mmyed,,K(x,y)—mmyeﬁ,,maxxede(x,y).
La existencia de estrategias mixtas Optimas no nos da un método para calcularlas. El
teorema minimax también puede probarse usando programacion lineal, lo que permite

obtener un algoritmo eficiente mediante el método del simplex.

UN EJEMPLO POLITICO

Con la estrategia maximin podemos calcular equilibrios de Nash, para ello vamos a ver un
ejemplo:

En un ano electoral, dos partidos politicos A; B deben pronunciarse sobre una disputa
entre dos comunidades X; Y relativa a ciertos derechos de aguas, y cada partido debe
decidir si favorece a una de las dos o soslaya la cuestion.

En la siguiente tabla se representan por filas las estrategias del programa de A, y por
columnas las estrategias del programa de B. Los pagos al partido A, en porcentaje de votos,
se dan en las entradas de la tabla, y la suma de porcentajes de Ay B es 100.



Favorecer X Favorecer Y Soslayar
Favorecer X 35 10 60
Favorecer Y 45 55 50
Soslayar 40 10 65

El método para encontrar los equilibrios de Nash es el siguiente. Supongamos que B
conoce la decisidon de A: Entonces, B elige la columna donde se hace minimo el pago de A,
con lo que A elegiria la fila que la proporcione el maximo de dichos minimos. Este valor,
denominado maximin es la cantidad que con seguridad puede obtener Ay en este juego es

maxl.minjal.jzmax{lO, 45,10}=45

Si cambiamos los papeles de A y B; siendo A el que conoce la estrategia de B; tenemos
que A elige la fila que maximiza su pago, con lo que B se decidiria por la columna que
minimice dichos maximos. El valor minimax de este juego es

min ;max, al./:min{45 ,55,65}=45

En este juego, hemos obtenido un par de estrategias (Y;X) con pago ax = 45; que
constituye el Unico equilibrio de Nash de este juego.
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7. Juegos bipersonales de suma no nula

En los juegos de suma no cero la ganancia de un jugador no necesariamente se
corresponde con la perdida del otro. La mayoria de ejemplos reales en negocios y politica
corresponden a este tipo. Por ejemplo, un contrato de negocios involucra un desenlace de
suma positiva, donde cada oponente termina en una posicién mejor a laque tendria si no se
hubiera dado el negocio.

El dilema del prisionero es un claro ejemplo de juego de suma no cero

El teorema de Von Neumann se generaliza a los juegos bipersonales de suma no nula,
que denominamos juegos bimatriciales, considerando la extension mixta de un juego
bimatricial (A;B) ; que denotamos (4™, 4", K, L) ; dada por K(x; y) := x"Ay; L(x; y) := x" By;
donde xeA™, ye A" : El resultado fundamental que garantiza la existencia de equilibrios de
Nash es:

Teorema 3 (Nash): La extension mixta de un juego bimatricial tiene al menos un equilibrio
de Nash.

EJEMPLO DE LA DECISON DE INVERTIR



Dos empresas compiten por la venta de un programa para codificar ficheros. Las dos
utilizan el mismo procedimiento de codificacion, por lo que los ficheros codificados por el
programa de una de ellas pueden ser leidos por el de la otra, lo que constituye una ventaja
para los consumidores. Ademas la empresa 1 tiene una cuota de mercado mucho mayor
que la empresa 2. Ambas empresas estan planeando invertir en un nuevo procedimiento de
codificacion.

DECISION DE INVERTIR
Matriz de Pagos
(beneficios)

Empresa 2
No invertir Invertir
No invertir 0\0 -10\ 10
Empresa 1
Invertir -100\0 20\10

La estrategia dominante de la empresa 2 es invertir. Si la empresa 2 no invierte la empresa
1 contraeria pérdidas considerables, por tanto si las dos empresas actian racionalmente
decidiran invertir, y entonces se producira un equilibrio de Nash. Si la empresa 2 no actua de
esta manera la estrategia maximin de la empresa 1 es no invertir. Si 1 sabe que 2 esta
utilizando una estrategia maximin, entonces 1 decidira invertir.
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8. Modelos importantes de juegos

8.1. EL DILEMA DEL PRISIONERO:

Dos delincuentes son detenidos y encerrados en celdas de aislamiento de forma que no
pueden comunicarse entre ellos. El alguacil sospecha que han participado en el robo del
banco, delito cuya pena es diez afios de carcel, pero no tiene pruebas. Sdlo tiene pruebas
y puede culparles de un delito menor, tenencia ilicita de armas, cuyo castigo es de dos
afos de carcel. Promete a cada uno de ellos que reducira su condena a la mitad si
proporciona las pruebas para culpar al otro del robo del banco, pero ellos han prometido no
delatarse. Las alternativas para cada prisionero pueden representarse en forma de matriz



de pagos. La estrategia "lealtad" consiste en permanecer en silencio y no proporcionar
pruebas para acusar al compafero. Llamaremos "traicion" a la estrategia alternativa.

Los pagos a la izquierda o a la derecha de la barra indican los afios de carcel a los que
es condenado el preso X o Y respectivamente segun las estrategias que hayan elegido
cada uno de ellos.

Dilema del prisionero
Matriz de Pagos
(afos de carcel)

Para que una
matriz de pagos
represente un ..
“diFI)ema del lealtad traicion
prisionero”
deben concurrir

las  siguientes =~ PresoX L
circunstancias: traicion 1110 5\5

PresoY

lealtad 2\2 10\1

a) Confesar uno solo debe ser mejor para él que no confesar mutuamente.
b) No confesar mutuamente debe ser e su vez mejor que confesar ambos.

c) Cuando cada uno elige una estrategia diferente, confesar y no confesar, la ganancia
media entre estas dos estrategias no puede ser mejor que las estrategias de confesar
ambos.

Consideremos al prisionero X. Supongamos que cree que el prisionero Y respeta sus
promesas anteriores y no confiesa. Si el prisionero X confiesa, se reduciria su pena a un
afo, lo que es preferible a la opcion de no confesar, que acarrea un de condena (dado que
el otro prisionero no confiesa). Si por el contrario, cree que el prisionero Y va a confesar, no
importando sus promesas anteriores, confesar le da 5 afos de carcel, lo que es mejor que
cargar con todas las culpas y 10 afos de céarcel al no confesar.

17

Por lo tanto, no importando lo que haga el prisionero Y, el prisionero X estd mejor
confesando: es su estrategia dominante. Lo mismo ocurre con el prisionero Y, por lo que el
unico equilibrio en estrategias dominantes es aquel en que ambos prisioneros confiesan. Es
notable que a pesar que cooperando les habria ido mejor, ambos confiesan y terminan peor.

El dilema del prisionero es un juego de enorme importancia. Proporciona una explicacion
para las dificultades para establecer la cooperacién entre agentes econdmicos. Tiene
aplicaciones en pesqueria, donde la falta de respeto a los compromisos de restringir la
pesca puede llevar a sobreexplotacion del recurso, como ocurre actualmente en las
pesquerias en Chile. El dilema del prisionero también es relevante en la formacion de
carteles (acuerdos entre firmas) para subir los precios, ya que las firmas se ven tentadas a
vender mas de lo acordado a los altos precios que resultan de los carteles, lo que reduce los
precios. El dilema del prisionero muestra las dificultades para establecer la colaboracion en
cualquier situacion en la que hacer trampa beneficia a las partes.

8.2. MODELO HALCON PALOMA



En el lenguaje ordinario entendemos por "halcén" a los politicos partidarios de
estrategias mas agresivas mientras que identificamos como "paloma" a los mas pacifistas.
El modelo Halcon-Paloma sirve para analizar situaciones de conflicto entre estrategias
agresivas y conciliadoras. Este modelo es conocido en la literatura anglosajona como el
"hawk-dove" o el "chicken" y en espafiol es conocido también como "gallina”.

Dos vehiculos se dirigen uno contra otro en la misma linea recta y a gran velocidad. El
que frene o se desvie ha perdido. Pero si ninguno de los dos frena o se desvia...Este seria
un modelo halcén paloma

También se ha utilizado este modelo abundantemente para representar una guerra fria
entre dos superpotencias. La estrategia Halcdn consiste en este caso en proceder a una
escalada armamentistica y bélica. Si un jugador mantiene la estrategia Halcon y el otro
elige la estrategia Paloma, el Halcon gana y la Paloma pierde. Pero la situacion peor para
ambos es cuando los dos jugadores se aferran a la estrategia Halcon. El resultado puede
modelizarse con la siguiente matriz de pagos.

Modelo Halcon Paloma
Matriz de Pagos

Jugador Y
Paloma Halcoén
Paloma 2°\ 2° 3°\1°
Jugador X
Halcoén 1°\ 3° 4°\ 4°

Podemos observar las sutiles pero importantes diferencias de este modelo con el Dilema
del Prisionero. En principio la matriz es muy parecida, simplemente se han trocado las
posiciones de los pagos 3° y 4°, pero la solucién y el analisis son ahora muy diferentes.
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Aqui hay dos resultados que son equilibrios de Nash: cuando las estrategias elegidas por
cada jugador son diferentes; es decir, cuando uno elige halcén y el otro paloma. Por el
contrario, en el Dilema del Prisionero el equilibrio de Nash esta en el punto en que ambos
jugadores traicionan.

Otra notable diferencia de este juego con otros es la importancia que aqui adquiere el
orden en que los jugadores eligen sus estrategias. Como tantas veces en la vida real, el
primero que juega, gana. El primero elegira y manifestara la estrategia Halcén con lo que
el segundo en elegir se vera obligado a elegir la estrategia Paloma, la menos mala.

8.3. LA GUERRA DE LOS SEXOS

El modelo de "La guerra de los sexos" es un ejemplo muy sencillo de utilizacién de la
teoria de juegos para analizar un problema frecuente en la vida cotidiana. Hay dos
jugadores: "EL" y "ELLA". Cada uno de ellos puede elegir entre dos posibles estrategias a
las que llamaremos "Futbol" y "Discoteca".

Supongamos que el orden de preferencias de EL es el siguiente:
1. (Lo mas preferido) EL y ELLA eligen Futbol.



2. ELyELLA eligen Discoteca.
3. EL elige Futbol y ELLA elige Discoteca.
4. (Lo menos preferido) El elige Discoteca y ELLA elige Futbol.

Supongamos que el orden de preferencias de ELLA es el siguiente:
1. (Lo mas preferido) EL y ELLA eligen Discoteca.

2 EL y ELLA eligen Futbol.

3. EL elige Futbol y ELLA elige Discoteca.

4 (Lo menos preferido) El elige Discoteca y ELLA elige Futbol.

La matriz de pagos es la siguiente, donde los pagos representan el orden de preferncias:

Guerra de los sexos
Matriz de Pagos

Ella
Futbol Discoteca
) Fatbol 1°\2° 3°\14°
= Discoteca 4°\ 4° 2°\1°
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Este juego, tal como lo hemos descrito, es un juego sin repeticién y sin transferencia de
utilidad. Sin repeticion significa que solo se juega una vez por lo que no es posible tomar
decisiones en funcioén de la eleccion que haya hecho el otro jugador en juegos anteriores.
Sin transferencia de utilidad significa que no hay comunicacién previa por lo que no es
posible ponerse de acuerdo, negociar ni acordar pagos secundarios ("Si vienes al futbol te
pago la entrada").

El problema que se plantea es simplemente un problema de coordinacién. Se trata de
coincidir en la eleccién. Al no haber comunicacién previa, es posible que el resultado no
sea Optimo. Si cada uno de los jugadores elige su estrategia maximin el pago que recibiran
(3\3) es suboptimo. Esa solucion, no es un punto de equilibrio de Nash ya que los
jugadores estan tentados de cambiar su eleccién: cuando ELLA llegue a la discoteca y
observe que EL se ha ido al futbol, sentira el deseo de cambiar de estrategia para obtener
un pago mayor.

El modelo que hemos visto es un juego simétrico ya que jugadores o estrategias son
intercambiables sin que los resultados varien. Podemos introducir una interesante
modificacién en el juego convirtiéndolo en asimétrico a la vez que nos aproximamos mas al
mundo real. Supongamos que las posiciones 22 y 32 en el orden de preferencias de EL se
invierten. EL prefiere ir solo al Futbol mas que ir con ELLA a la Discoteca. La matriz de
pagos queda como sigue:



Guerra de los sexos
Matriz de Pagos

Ella
Futbol Discoteca
: Fatbol 1°\2° 2°\ 3°
a Discoteca 4°\ 4° 3°\1°

Si ELLA conoce la matriz de pagos, es decir, las preferencias de EL, el problema de
coordinacién desaparece. Estda muy claro que EL elegira siembre la estrategia Futbol, sea
cual sea la eleccion de ELLA. Sabiendo esto ELLA elegira siempre la estrategia Futbol
también, ya que prefiere estar con EL aunque sea en el Futbol que estar sola aunque sea
en la Discoteca. La estrategia maximin de ambos jugadores coincide. El resultado,
marcado con un asterisco, es un optimo, un punto de silla, una solucion estable, un punto
de equilibrio de Nash. Obsérvese que esta solucién conduce a una situacion estable de
dominacién social del jugador que podriamos calificar como el mas egoista.
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